Неделя 1
Комплексные числа и действия над ними
Лекция №1
Тема: Комплексные числа и действия над ними. Тригонометрическая и показательная формы комплексных чисел. Возведение комплексных чисел в степень и извлечение корня.
Цель лекции: сформировать представление о комплексных числах, изучить основные формы их записи и арифметические операции, освоить переход между алгебраической, тригонометрической и показательной формами, а также методы возведения комплексных чисел в степень и извлечения корней.
1. Понятие комплексного числа
Комплексным числом называется число вида z = x + iy, где x, y ∈ R, а i — мнимая единица, определяемая условием i² = −1. Число x называется действительной частью комплексного числа, а число y — мнимой частью: Re z = x,      Im z = y. Например, для z = 3 − 4i имеем Re z = 3, Im z = −4.
Два комплексных числа z₁ = x₁ + iy₁ и z₂ = x₂ + iy₂ равны тогда и только тогда, когда
x₁ = x₂, y₁ = y₂.
2. Геометрическое изображение комплексных чисел
Комплексное число z = x + iy изображается точкой M (x, y) на комплексной плоскости. Горизонтальная ось называется действительной осью, вертикальная - мнимой осью. Расстояние от начала координат до точки M (x, y) называется модулем комплексного числа: |z| = √ (x² + y²). Угол φ, образованный радиус-вектором комплексного числа с положительным направлением действительной оси, называется аргументом комплексного числа. arg z = φ + 2πk, k ∈ Z.
3. Сопряжённое комплексное число
Для комплексного числа z = x + iy сопряжённым называется число z̄ = x − iy. Основные свойства: z·z̄ = x² + y² = |z|², overline (z₁ + z₂) = z̄₁ + z̄₂, overline(z₁z₂) = z̄₁z̄₂.
4. Арифметические действия
Пусть z₁ = x₁ + iy₁, z₂ = x₂ + iy₂.
Сложение: z₁ + z₂ = (x₁ + x₂) + i(y₁ + y₂).
Вычитание: z₁ − z₂ = (x₁ − x₂) + i(y₁ − y₂).
Умножение: z₁z₂ = (x₁x₂ − y₁y₂) + i(x₁y₂ + x₂y₁).
Деление: z₁/z₂ = z₁·z̄₂ / |z₂|², z₂ ≠ 0.
Пример. Найти (3 + 2i)/(1 − i).
Умножим числитель и знаменатель на сопряжённое число 1 + i:
(3 + 2i)/ (1 − i) = ((3 + 2i) (1 + i))/ ((1 − i) (1 + i)).
(3 + 2i) (1 + i) = 1 + 5i, (1 − i)(1 + i) = 2.
Ответ: 1/2 + (5/2) i.
5. Тригонометрическая форма комплексного числа
Поскольку x = r cos φ, y = r sin φ, где r = |z|, комплексное число можно представить в виде z = r (cos φ + i sin φ). Это называется тригонометрической формой комплексного числа.
Пример. Для z = 1 + i имеем r = √2,      φ = π/4, z = √2(cos(π/4) + i sin(π/4)).
6. Показательная форма комплексного числа
По формуле Эйлера e^(iφ) = cos φ + i sin φ. Поэтому z = re^(iφ). Для z = 1 + i: z = √2 e^(iπ/4).
7. Умножение и деление в тригонометрической форме
Пусть z₁ = r₁ (cos φ₁ + i sin φ₁), z₂ = r₂ (cos φ₂ + i sin φ₂). Тогда z₁z₂ = r₁r₂ [cos (φ₁ + φ₂) + i sin (φ₁ + φ₂)]. При умножении комплексных чисел модули перемножаются, а аргументы складываются. z₁/z₂ = (r₁/r₂) [cos (φ₁ − φ₂) + i sin (φ₁ − φ₂)].
8. Возведение комплексного числа в степень
Для возведения комплексного числа в натуральную степень применяется формула Муавра: (cos φ + i sin φ) ^n = cos(nφ) + i sin(nφ). Следовательно, z^n = r^n(cos(nφ) + i sin(nφ)).
Пример. Найти z³, если z = 2(cos(π/6) + i sin(π/6)). z³ = 2³(cos(3π/6) + i sin(3π/6)) = 8i.
9. Извлечение корня из комплексного числа
Необходимо решить уравнение w^n = z. Если z = r (cos φ + i sin φ), то все корни n-й степени определяются формулой w_k = ⁿ√r [cos ((φ + 2πk)/n) + i sin ((φ + 2πk)/n)], k = 0, 1, ..., n − 1. Таким образом, ненулевое комплексное число имеет ровно n различных корней n-й степени.
Вывод
Комплексные числа могут быть представлены в алгебраической, тригонометрической и показательной формах. Алгебраическая форма удобна для сложения и вычитания, а тригонометрическая и показательная формы — для умножения, деления, возведения в степень и извлечения корней.
Контрольные вопросы
1. Что называется комплексным числом?
2. Как определяются действительная и мнимая части комплексного числа?
3. Что такое модуль и аргумент комплексного числа?
4. Что называется сопряжённым комплексным числом?
5. Как перейти от алгебраической формы к тригонометрической?
6. Сформулируйте формулу Эйлера.
7. Сформулируйте формулу Муавра.
8. Как находятся корни n-й степени из комплексного числа?
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